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СТІЙКІСТЬ ПО ПЕРШОМУ НАБЛИЖЕННЮ ДИСКРЕТНИХ МОДЕЛЕЙ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ, ЯКІ ВІДПОВІДАЮТЬ ЗАСТОСУВАННЮ ДО НИХ k -

КРОКОВИХ ЧИСЕЛЬНИХ МЕТОДІВ 
 

Дутчак Б.І. Стійкість по першому наближенню дискретних моделей диференціальних 
рівнянь, які відповідають застосуванню до них k -крокових чисельних методів.  В роботі 
розглянуто нелінійну систему звичайних диференціальних рівнянь, нульовий розв’язок якої 
асимптотично стійкий в малому. Доведено дві теореми, які стверджують, що в результаті 
застосування до цієї системи k -крокових чисельних методів (явного і неявного) отримані 
дискретні теореми не порушують асимптотичну стійкість нульового розв’язку при достатньо 
малому кроці інтегрування. 
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Розглянемо нелінійну систему диференціальних рівнянь, записану у вигляді  

( ),dx f x t
dt

= ,       (1) 

де ( ),f x t  - вектор-функція від векторного арґумента x  і незалежної змінної t , така що 

( ) ( ) ( )1,0
,,i x tf x t C D∈ ,      (2) 

де     { }0 ; nD t x= < < ∞ ∈¡ . 

(2) означає, що компоненти вектор-функції ( ),f x t  мають в області D  неперервні частинні 

похідні першого порядку по компонентах ix  вектора x  і в околі початку координат x δ<  
вектор-функція може бути зображена у вигляді  

( ) ( ) ( ), ,f x t A t x x tψ= + , 

де  ( ) ( )
0

,

x

f x t
A t

x
=

∂ 
=  ∂ 

, а ( ),x tψ  деяка нова нелінійна вектор-функція. 

В цьому випадку в околі початку координат x δ<  замість системи (1) будемо розглядати 
систему  

( ) ( ),dx A t x x t
dt

ψ= + .    (3) 

З [1] відомо, що якщо нульовий розв’язок 0x =  системи першого наближення  

( )dx A t x
dt

= ⋅       (4) 

асимптотично стійкий, то в силу теореми про стійкість по першому наближенню нульовий 
розв’язок повної системи (3), а отже і (1) асимптотично стійкий в малому. З теореми про стійкість 
по першому наближенню випливає що вектор-функція ( ),x tψ  повинна задовольняти умові  

( ) ( ), , 1lx t C x lψ ≤ > ,    (5) 

де x  означає одну з відомих норм вектора: 

1
max ii

x x= ;   
2

1

n

i
i

x x
=

= ∑ ;   2

3
1

n

i
i

x x
=

= ∑ . 

Розглянемо застосування до розв’язування системи (1) k -крокового методу чисельного 
інтегрування вигляду  
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{ }
0

0
k

s m s s m s
s

x h xα β+ +
=

+ =∑ & .    (6) 

Для того, щоб різницеве рівняння  

( ){ }
0

, 0
k

s m s s m s m s
s

x h f x tα β+ + +
=

+ =∑ ,     (7) 

отримане в результаті застосування k -крокового методу (6) до диференціального рівняння (1) 
було придатним для чисельного інтегрування необхідно, щоб рівняння (7) задовольнялось з 
достатньою точністю розв’язком ( )x t  рівняння (1) при достатньо малому кроці інтегрування h  

для довільної функції ( ),f x t . Як випливає з [2] величина виразу  

( ) ( ) ( ){ }
0

k

s h s h
s

L x t x t s h x t sα β
=

= + + +   ∑ &  

повинна бути малою при малому h  для усіх достатньо регулярних функцій ( )x t . Ця умова 

накладає обмеження на коефіцієнти ,s sα β  в (7) і відповідно в (6). 

Величина ( ) ( )1pL x t O h +=    для довільних ( )x t  тоді і лише тоді, коли виконуються 

наступні 1p +  лінійні рівняння 

0

0
k

s
s

α
=

=∑ ,     (8) 

( )0

0
! 1 !

k

s s
s

s sν ν

α β
ν ν=

  + = 
−  

∑ ,  де 1, 2, , pν = K . (9) 

Припускається, що у формулі (6) коефіцієнти  sα  і sβ  ( )1,2, ,s k=  задовольняють системі 
лінійних рівнянь (8) і (9). 

Нехай в рівнянні (6) 0kα ≠ , 0kβ =  - випадок явного k -крокового методу чисельного 
інтегрування. Тоді застосовуючи його до системи першого наближення (4) будемо мати  

{ }
0

0
k

s s m s m s
s

E h A xα β + +
=

+ =∑ ,   (10) 

де E  - одинична матриця розміру n n× , ( )sA A t hs= + . Так як 0kα ≠ , то поділивши рівняння 

(10) на kα , будемо мати  

{ }
0

0
k

s s m s m s
s

a E hb A x+ +
=

+ =∑ , 

де 1ka = , 0kb = , s
s

k

a α
α

= , s
s

k

b β
β

= ,  ( )0,1, , 1s k= −K . Введемо в розгляд ( )n k⋅  - вимірний 

вектор  
     ( )1 1, , , T

m m k m k mz x x x+ + − += K . 
Тоді замість рівняння (10) можна розглядати систему  

1 1m m mz B z− −= ,     (11) 

де 1mB −  – ( ) ( )n k n k⋅ × ⋅  - вимірна матриця вигляду  

1 2 1 0

1

k k

m

D D D D
E

B E

E

θ θ θ
θ θ θ

θ θ θ

− −

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

K

K

K

K K K K K
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   (12) 
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де iD  – n -вимірні матриці вигляду  

( ) ( ), 1, ,0i i i m iD a E hb A i k+= − + = − K . 
Аналогічно для повної системи (3) 

1 1 1m m m mz B z Gg− − −= + ,    (13) 

де 1mg −  – ( )n k⋅ -вимірний вектор  

( ) ( )( )1 1 1, , , ,m m n m n m mg colon x t x tψ ψ− + − + −= K , G  – ( ) ( )n k n k⋅ × ⋅  - вимірна матриця  

1 2 1 0k khb E hb E hb E hb E

G
θ θ θ θ

θ θ θ θ

− −− − − − 
 
 =
 
 
 

K

K

K K K K K

K

.  (14) 

Теорема 1. Нехай нульовий розв’язок системи (3) асимптотично стійкий в малому. Якщо 
крок h  в дискретній моделі (13) вибрано так, що нульовий розв’язок лінійної системи першого 
наближення (11) асимпротично стійкий, то нульовий розв’язок повної системи (13) асимптотично 
стійкий в малому. 

Доведення. Нехай ( ),m m my z t  розв’язок системи першого наближення, тобто  

( ) 1 1,m m m m my z t B z− −= .    (15) 

Розглянемо додатньо визначену функцію mV  побудовану для системи першого наближення, 

якій притаманні наступні властивості при maxh h< : 

( )my V y L y≤ ≤ , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11m m m m m mV y V y q V y− − − −− ≤ − − ,    (16) 

де ⋅  - деяка з відомих норм вектора. Тоді  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

, ,

1 , .
m m m m m m m m m m m m m m m m

m m m m m m

V z V z V y z t V z V z V y z t

q V z L z y z t
− − − −

− −

− = − + − ≤

≤ − − + −
 

Розглянемо норму ( ),m m m mz y z t− . Тоді в силу (15) і (13) будемо мати  

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

, ,
k

l
m m m m m m k j m m m m

j

z y z t Gg G g h b C z h z h V zγ γ− − − − − − −
=

− = ≤ ⋅ ≤ ≤ ≤∑  

де 1
1 1 1

1

k
l

k j m
j

C b zγ −
− −

=

= ⋅∑ ,  а 1C  - додатня константа. Тоді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 11m m m m m m m mV z V z q V z hL V zγ− − − − − −− ≤ − − + . 

Звідки ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 11m m m m m mV z V z q hL V zγ− − − −− ≤ − − − . 
Нульовий розв’язок системи (13) асимптотично стійкий, якщо мають місце нерівності 

11 0q hLγ− − > ,  max
1

1 qh h
Lγ
−

< = .   (17) 

Так як вектор-функція ( ),x tψ  задовольняє умові (5), то завжди можна вибрати δ -окіл 

x δ<  так, що нерівність (17) виконується. Тоді в силу дискретного аналога теореми про 
стійкість в малому [3] нульовий розв’язок системи (13) стійкий в малому. Теорему доведено. 

Повернемось до розрахунку системи (3) k -кроковим методом чисельного інтегрування (6). 
Припускається, що у формулі (6) коефіцієнти sα  та sβ  ( )1, ,s k= K  задовольняють системі 

лінійних рівнянь (8), (9) і, крім того 0kα ≠  та 0kβ ≠  - випадок неявного k -крокового методу 
чисельного інтегрування. Застосовуючи (6) до розрахунку системи першого наближення (4) 
отримаємо (10). Припускається, що матриці  
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k k m kE h Aα β ++ ,  [ )0;1;m ∈ K  
неособливі. Тоді  з системи (10) будемо мати  

( ) ( )
1

1

0

k

m k k k m k s s m s m s
s

x E h A E h A xα β α β
−

−
+ + + +

=

= − + +∑ . (18) 

Рівняння (18) перепишемо у вигляді системи  
( )1

1 1m m mz B z− −= ,     (19) 

де mz  – ( )n k⋅ -вимірний вектор, введений вище, ( )1
1mB −  – ( ) ( )n k n k⋅ × ⋅ -вимірна матриця вигляду  

( )

1 2 1 0

1
1

k k

m

C C C C
E

B E

E

θ θ θ
θ θ θ

θ θ

− −

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

K

K

K

K K K K K

K K

   (20) 

де iC  – n -вимірні матриці вигляду  

( ) ( ) ( )1 1, ,0i k m k i i m iC E h A E h A i kα β α β−
+ += − + + = − K . 

Тоді, у випадку повної системи (3) 
( ) ( ) ( )1 1 2

1 1 1 1m m m m m m mz B z G g G g− − − −= + + ,    (21) 

де ( )1
1mG −  та ( )2

mG  – ( ) ( )n k n k⋅ × ⋅ -вимірні матриці вигляду: 

( )

( ) ( )1 1
1 1 0

1
1 ,

k k k m k k m k

m

h E h A h E h A

G

β α β β α β
θ θ

θ θ

− −
− + +

−

 − + − +
 
 =  
  
 

K

K

K K K

K

 

( )

( ) 1

2

k k k m k

m

h E h A

G

β α β θ θ
θ θ θ

θ θ θ

−
+

 − +
 
 =  
  
 

K

K

K K K K

K

. 

Припускається, що система (21) задовольняє умовам теореми Пале [4] 

( )2det 0
m

m
Z Z

gG E
z =

 ∂  − ≠   ∂  
  для n kz R ⋅∀ ∈  

( ) ( )2 ,m m m m mG g z t z− → ∞ ,  при z → ∞ .   (22) 

Теорема 2. Нехай нульовий розв’язок системи (3) асимптотично стійкий. Якщо для системи 
(21) задовольняються умови теореми Пале (22) і крок h  в дискретній моделі (21) вибраний так, що 
нульовий розв’язок лінійної системи першого наближення (19) асимптотично стійкий, то нульовий 
розв’язок повної системи (21) асимптотично стійкий в малому при maxh h< . 

Доведення. Нехай ( ),m m my z t  розв’язок системи першого наближення. Тобто  

( ) ( )1
1 1,m m m m my z t B z− −= .    (23) 

Розглянемо додатньовизначену функцію mV , побудовану для системи першого наближення, якій 
притаманні властивості (16). Тоді, аналогічно як при доведенні теореми 1 оцінимо різницю 

( ) ( )1 1m m m mV z V z− −−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 ,m m m m m m m m m mV z V z q V z L z y z t− − − −− ≤ − − + − . 

Розглянемо норму ( ),m m m mz y z t− . В силу (23) та (21) будемо мати  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2
1 1 1 1

1 1 1 1 2
1

1 1 1 1 2

,

,

m m m m m m m m m m m m

k
k j m

m m m m m
j m kj m k

m m m m m m

z y z t G g G g G g G g

g
g z z z z

AA

z V z z V z

β
ξ ξ

β

ξ ξ

− − − −

−
− − −

= ++

− − −

− = + ≤ ⋅ + ⋅ ≤

≤ ⋅ + ≤ + ≤
⋅

≤ +

∑  

де  ( ) 11
1 1 1

1

k
lk j

m m
j j m k

C
z z

A

β
ξ

β
−−

+ −
= +

⋅
= ⋅

⋅
∑ ;  ( ) 12

2
l

m m
m k

Cz z
A

ξ −

+

= ⋅ ,  де 1C  та 2C  - додатні 

константи. 
Тоді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 21 .m m m m m m m m m mV z V z q V z L V z L V zξ ξ− − − − − −− ≤ − − + +  

Звідси   ( ) ( )
( )( ) ( )1 2

1 1 1 1
2

1
1m m m m m m

q L
V z V z V z

L
ξ ξ

ξ− − − −

− − − +
− ≤

−
. 

Нульовий розв’язок системи (21) асимптотично стійкий, якщо мають місце нерівності  
( )1 21 0q L ξ ξ− − + > ,  11 0Lξ− > . 

Звідси     1 2
1 q

L
ξ ξ −

+ < .     (24) 

Так як вектор-функція ( ),x tψ  задовольняє умову (5), то завжди можна вибрати окіл x δ<  

і крок maxh h< , який задовольняє асимптотичну стійкість системи першого наближення (23) 
такими, що нерівність (24) виконується. В силу дискретного аналога теореми про стійкість в 
малому [3] нульовий розв’язок системи (21) асимптотично стійкий в малому. Теорему доведено. 
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