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ДЕЯКІ ПАРАБОЛІЧНІ ОБЛАСТІ ЗБІЖНОСТІ  

1-ПЕРІОДИЧНОГО ГІЛЛЯСТОГО ЛАНЦЮГОВОГО ДРОБУ СПЕЦІАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ 
 

 
Встановлено аналоги параболічних теорем для гіллястого та 1-періодичного гіллястого 

ланцюгового дробу спеціального вигляду. Побудовано області збіжності та область значень 1-
періодичного гіллястого ланцюгового дробу спеціального вигляду. 
 

Вступ 
Неперервні дроби та їх багатовимірні узагальнення отримали різноманітні застосування у 

техніці, зокрема, в механіці – при дослідженні механічних коливань у різних енергетичних 
устаткуваннях в суднобудуванні, в електротехніці – при синтезі багатополюсників, при побудові 
математичних моделей транзисторів, в теорії антен – при дослідженні антенних решіток, задач 
збурення модульованих структур. 

Подальші застосування, безумовно, потребують розвитку самої теорії багатовимірних 
узагальнень неперервних дробів. 

Важливим класом неперервних дробів 
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де na , nb  ( 1≥n ) – комплексні числа, є k-періодичні неперервні дроби, для яких ppkn aa =+ , 

ppkn bb =+  ( K,1,0=n ; kp ,1= ). Перші фундаментальні результати про збіжність цих дробів 
отримали ще у XIX ст. E. Galios, T. Thiele, A. Pringsheim. Пізніше їх досліджували O. Perron [12], 
H. Wall [13], W. Jones, W. Thron [7]. 

В.Я. Скороботьком в 1966 р. було введено поняття гіллястого ланцюгового дробу (ГЛД), яке 
є багатовимірним узагальненням дробу (1), 
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де )(kia , )(kib  – комплексні числа, kiiiki ,,,)( 21 K=  – мультиіндекс, Nik ≤≤1 , 1≥k , N  – 
фіксоване натуральне число [10]. 

Дослідження дробів                         (2) продовжили в своїх роботах П.І. Боднарчук [5], 
Д.І. Боднар [6], М.О. Недашковський [9], Х.Й. Кучмінська [8] та їх учні. 

Важливим класом гіллястих ланцюгових дробів, аналогами кратних степеневих рядів, є ГЛД 
спеціального вигляду: 
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де )(kia  – комплексні числа, kiiiki ,,,)( 21 K= , 11 −≤≤ kk ii , 1≥k , Ni =0 .  
Дроби                 (3) були об’єктом дослідження Д.І. Боднара, Т.М. Антонової [2], О.Є. Баран 

[3,4]. Ними встановлені аналоги ознак збіжності неперервних дробів Ворпіцького, Прінсхейма, 
Лейтона-Уолла, параболічні теореми та інші. 
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Об’єктом дослідження в даній роботі є 1-періодичний гіллястий ланцюговий дріб 
спеціального вигляду 
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де 0≠
kic  – комплексні числа, 11 −≤≤ kk ii , 1≥k , Ni =0 . 

Основні результати 
Для дробів                 (3) встановлено параболічні області збіжності.  
Теорема 1. Нехай елементи )(kia  дробу                 (3) належать параболічним областям: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2
2

,),( cos12Re: γγ
εε εωωωγγ −≤−∈== −

kk i
i

iki peCPP , 

де πγπ <<− , ε  – довільне, як завгодно мале, число ( 10 << ε ), 11 −≤≤ kk ii , Ni =0  і 
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Тоді  
1) існують скінченні границі парних і непарних підхідних дробів; 
2) дріб                 (3) збігається, якщо виконується одна з наступних умов: 
a) або існує номер k , що всі 0)( =kia  ( 1,1 −= pp ii , kp ,1= ), 

b) або ряд ( )∑
∞

=
−

−
==

1
1

1

)( ,1,,1;min
k

ppki kpiia  розбігається, причому індекси )(ki , для 

яких 0)( =kia  при мінімазації не розглядаються; 
3) областю значень оберененого дробу до                 (3) є круг: 
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Доведення проводиться за схемою, використаною при обгрунтуванні аналогічної теореми 
3.23 [6, с.114] для ГЛД загального вигляду                         (2). При цьому слід враховути, що 
послідовність півплощин 

( )






 −≥∈== −

2)( cos
2
1Re: 2 γγ

ωω
N

eCVV i
ki  

є послідовністю областей значень, відповідних послідовності параболічних областей елементів 
( ){ }2

2
)( cos2Re|:| γγωωω

kk i
i

iki peCEE ≤−∈== − , 

де 11 −≤≤ kk ii , Ni =0 , 1≥k , πγπ <<− , 
ki

p визначаються згідно з формулами   
 (5). 

Для дробу                                      (4) теорему 1 можна посилити. 
Теорема 2. Нехай елементи дробу                                      (4) належать параболічним 

областям: ( )γ
kk ii Pc ∈ , де 

( ) ( ){ }2
2cos2Re: γγωωωγ

kk i
i

i peCP ≤−∈= − , 

πγπ <<− , Nik ,1= , 
kip визначаються згідно з формулами   (5). 

Тоді  
1) дріб                                      (4) збігається; 
2) областю значень дробу                                      (4) є круг ( )γK , який визначається 

згідно з формулою (6). 
Доведення. Розглянемо функціональний ГЛД 
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Нехай ( )γ
kk ii Pz ∈  ( Nik ,1= ). Тоді дріб збігається згідно з теоремою 1, оскільки ряд 

( )∑
∞

=

− =
1

1 ,1;min
k

i Niz  – розбіжний. 

Дріб    (7) – збіжний в областях ( )γ
kiP  ( Nik ,1= ), оскільки для 

послідовністі ( ){ }∞
=1nn zF  підхідних дробів ГЛД    (7) виконуються умови 

багатовимірного аналогу теореми Стільтьєса-Віталі [6, с.66], якщо покласти )(, γεkiP=∆ . Нехай 

kk ii cz = , тоді дріб                                      (4) збігається. Областю значень його є круг ( )γK  згідно з 
теоремою 1. 

Лема 1. Нехай 0≠a  – довільне комплексне число таке, що ( )pEa ∈ , де 
{ }π<+∈= )arg(:)( pzCzpE , p  – довільне додатне число, і 

  ( ) ( ){ }2
2cos2Re: γγωωωγ peCP i ≤−∈= − , πγπ <<− .  (8) 

Тоді 
1) якщо π=aarg , то число )(γPa ∈  при будь-якому γ ; 
2) якщо π≠aarg , то число )(γPa ∈ , 21 γγγ ≤≤ , де  
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
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BAarccos2γ     (10) 

і aarg=α , ( )( )αcosappaA +−= , ( )αα cos12sin += paaB , αcos222 paapC ++= . 

Доведення. Опишемо множину парабол, яким належить αieaa = . Оскільки )(γPa ∈ , то  

( ) ( )γγα cos1Re )( +≤− − paea i . 
Тоді 

( ) paaap −≤++ γαγα sinsincoscos . 
Розв’язуючи цю нерівність відносно γ , отримуємо: 

C
pa

C
ap −

≤
+

− arccos
cos

arccos
α

γ , 

що еквівалентно [ ]21,γγγ ∈ , де 1γ , 2γ  визначаються згідно з формулами  (9)-  
 (10). 

Неважко показати, що πγγπ <≤<− 21 . Лема доведена. 
Нехай 

 ( ){ }πωω <+∈= pCG arg:1   (11) 

і ( )γ11 Gc ∈  – довільний, надалі фіксований елемент. 
Визначимо параболічні області 

( ) ( ){ }2
2cos2Re: γγωωωγ k

i
k peCP ≤−∈= − , 

де ( )N
k

Nkp 22
1 1−= , πγπ <<− , Nk ,1= . 

Розглянемо схему побудови областей sG  для вибору елементів sc  ( )Ns ,2=  дробу                        

(4) при умові, що попередні rc  ( )1,1 −= sr  вже визначені. 

Згідно з лемою 1 отримаємо: ( )γ11 Pc ∈  при умові, що [ ]1
2

1
1 ,γγγ ∈ , де 1

1
1 γγ =  та 2

1
2 γγ = , 

якщо у формулах  (9)-   (10) покласти 1ca =  та 1pp = . 
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Нехай 

( ) ( )
[ ]
U

1
2

1
1 ,

2122
γγγ

γ
∈

== PcGG . 

Зафіксуємо елемент 22 Gc ∈ . 
Визначимо область для вибору елемент 3c . Елемент ( )γ22 Pc ∈ , якщо [ ]2

2
2

1 ,γγγ ∈ , де 

1
2

1 γγ =  та 2
2
2 γγ = . Кути 1γ та 2γ визначаються згідно з формулами  (9)-  

 (10), якщо покладемо 2ca =  та 2pp = . Позначимо [ ] [ ] [ ]2
2

2
1

1
2

1
1

2
2

2
1 ,,, γγγγ ∩=ΓΓ  та  

( ) ( )
[ ]
U

2
2

2
1 ,

32133 ,
ΓΓ∈

==
γ

γPccGG . 

 
Рис. 1 

На рис. 1 зображена область 2G  для вибору елемента 2c , якщо ic += 11 . Нехай ic =2 . Тоді 
одержимо множину [ ]2

2
2

1 ,ΓΓ  для побудови області 3G . 
Продовжимо схему визначення областей елементів для дробу                                      (4), 

використовуючи метод математичної індукції. 
Нехай області 1G , 2G ,..., 1−sG  визначені та елементи 1c , 2c ,..., 1−sc  вибрані та фіксовані. 
Покладемо 

     [ ] [ ]I
1

1
21

1
2

1
1 ,,

−

=

−− =ΓΓ
s

j

jjss γγ    (12) 

і визначимо  

   ( ) ( )
[ ]
UK

1
2

1
1 ,

121 ,,,
−− ΓΓ∈

− ==
ss

ssss PcccGG
γ

γ  ( Ns ,2= ).  (13) 

Отже, отримуємо сукупність областей sG  для послідовного вибору елементів sc таких, що 

( )γss Pc ∈  при NN
21 Γ≤≤Γ γ , Ns ,1= .  

Теорема 3. Нехай елементи ГЛД                                      (4) задовольняють умови: 

ss Gc ∈ ( )Ns ,1= , де 1G  визначається згідно з формулою  (11), області ( )121 ,,, −ss cccG K  – згідно 

  (12)- (13) Ns ,2= . 
Тоді  
1) дріб                                      (4) – збіжний; 
2) областю значень дробу є область ( ) ( )NN KK 21 Γ∪Γ , де )(γK  визначається згідно з 

формулою (6), а N
1Γ , N

2Γ  – згідно   (12). 
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Доведення. Оскільки kG  побудовані на основі  (13), то ∅≠kG  і [ ] ∅≠ΓΓ NN
21 , . Отже, 

для будь-якого [ ]NN
21 ,ΓΓ∈γ  виконуються умови: ( )γkk Pc ∈  ( Nk ,1= ). Тому, згідно з теоремою 2 

дріб                                      (4) збігається і круг ( )γK  є його областю значень. 
Оскільки ( )γkk Pc ∈ , якщо NN

21 Γ≤≤Γ γ , то областю значень дробу є область 
( ) ( )NN KK 21 Γ∪Γ , де )(γK  визначається згідно з формулою (6). 

 
Висновки 
Об’єктом дослідження є гіллясті ланцюгові дроби спеціального вигляду (дробові аналоги 

кратних степеневих рядів). Для них встановлено аналоги параболічних теорем. Основна увага 
зосереджена на 1-періодичних гіллястих ланцюгових дробах спеціального вигляду. Для цих дробів 
посилена параболічна теорема, використання якої дало змогу побудувати та дослідити області 
збіжності та область значень. Залишається відкритим питання швидкості збіжності для                   
1-періодичного гіллястого ланцюгового дробу спеціального вигляду в параболічних областях. 
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