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ПРИКЛАДНІ ЗАДАЧІ, ЩО ЗВОДЯТЬСЯ ДО ЗАСТОСУВАННЯ ТЕПЛІЦЕВИХ λ-МАТРИЦЬ 

 

В работе рассмотрены гидродинамические задачи, при отыскании решения которых 
возникают матрицы типа Теплица. Предложено решение аэродинамических задач путем 
приведения к отысканию решения систем алгебраических уравнений с теплицевой λ-матрицей. 

 

При розгляді прикладних задач оптики, акустики, обробки зображень, автоматичного 
регулювання та інших часто відповідні обчислення зводяться до розв’язування систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь (СЛАР) з тепліцевими матрицями. При створенні і дослідженні 
математичних моделей окремих прикладних задач медицини, економіки, прикладної фізики, 
техніки виникає необхідність розв’язувати системи рівнянь з тепліцевими λ–матрицями, елементи 
яких є алгебраїчні або тригонометричні поліноми [3, 4, 5, 6, 11]. 

Застосування тепліцевих матриць у різних галузях пов’язане з вивченням алгебраїчних 
властивостей цих матриць, в результаті чого було розроблено велику кількість послідовних і 
паралельних алгоритмів. Використання швидких ітераційних методів дозволяє  розв’язувати 
системи рівнянь засобами комп’ютерної техніки. 

При якісному аналізі розв’язків систем алгебраїчних лінійних рівнянь з тепліцевими 
матрицями виду )()()( λλλ BZA = , при дослідженні стійкості, ідентифікації параметрів систем, 
які описуються диференціальними рівняннями мають місце такі випадки:  

1) елементи тепліцевої матриці )(λA  і вектора )(λB  – відповідно алгебраїчні або 
тригонометричні поліноми;  

2) в рівнянні елементи тепліцевої матриці )(λA  – дійсні числа, а елементами вектора )(λB  
– відповідно алгебраїчні поліноми степеня l або тригонометричні поліноми.  

Ці випадки зводяться до задач мінімізації деякої цільової функції [10] однієї змінної λ на 
множині її допустимих значень F, а саме  

              ))((inf λψ
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де )}(),...,(),({)( 21 λλλλ nZZZZ =  – розв’язок СЛАР як функція параметра λ. 
Функція, яка мінімізується може мати, наприклад, такий вигляд: 
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nzzzz =  – задана точка. В даному випадку необхідно знайти F∈λ і відповідно 

розв’язок СЛАР. 
Розглянемо деякі  прикладні задачі, які можна звести до системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь із застосуванням тепліцевих матриць. 
Гідродинамічні задачі 
Замкнута система рівнянь руху в’язкості ньютонівської рідини, що не стискається, 

складається з рівняння нерозривності 0=
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V zyx  та трьох рівнянь Нав’є-Стокса [8] 
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. 

Рівняння (2), (3) записані в прямокутній декартовій системі координат; X, Y, Z – відповідні 
координати точки фізичного простору, t – час, ZYX ggg ,,  – компоненти вектора густини сили, що 
залежить від маси (наприклад, сили тяжіння), λ – кінематична в’язкість речовини. Потрібно знайти 
три компоненти швидкості ZYX VVV ,,  і тиск p . Ці рівняння гідродинаміки і крайові умови також 
можна звести до використання матриць типу тепліцевих.  

Розглянемо випадки, характерні для градієнтних потоків з неоднорідною структурою 
потоку. Довільне стаціонарне поле швидкостей ( )RV  в середовищі, що не стискається, в околі 

точки 0=R , яку приймемо за початок відліку, наближено може бути представлене у вигляді двох 
членів розкладу в ряд Тейлора [7] 
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                                                         0332211 =++ GGG ,               (4) 

де kV  і kmG  – компоненти швидкості рідини і тензора зсуву в декартовій системі координат 1X , 

2X , 3X . 

При ( ) 00 =kV  формула (4) описує поле швидкостей в довільному лінійному зсувному 

потоці, що відповідає частковому випадку 0=kmG  для однорідного поступального руху. Будь-

який тензор kmG  може бути представлений у вигляді суми симетричного і антисиметричного 
тензорів  

kmkmkm EG Ω+= , ( )mkkmmkkm GGEE +==
2
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2
1 . 

Найчастіше розглядаються такі типи лінійних зсувних потоків: 
1. Простий зсув, або потік Куетта. 
Цьому випадку відповідають такі рівняння гідродинаміки:  

GYVx = ,  0=yV ,   0=zV , 
де матриці тензора зсуву записують у вигляді 
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Величина G в даному випадку є градієнтом швидкості потоку або швидкістю деформації. 
Потік Куетта може бути реалізований між двома паралельними площинами, що рухаються. 

2. Другий випадок – плоский безвихровий рух. Йому відповідають такі гідродинамічні 
рівняння 

GYVx 2
1

= ,   GXVy 2
1
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Матриці тензора зсуву запишемо наступним чином: 
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Цей потік має таку ж деформаційну складову руху, як і простий зсув, але не має поворотної 

складової. 
Отже, при дослідженні цих потоків, а також при плоскому деформаційному зсуві, плоскому 

обертанні твердого тіла, осесиметричному зсуві та інших задачах виникає необхідність оперувати 
матрицями типу Тепліца. 

Задачі аеродинамічних досліджень 
Тепліцеві матриці можна використовувати для розв’язування інтегральних рівнянь в 

аеродинамічних дослідженнях.  
Розв’язування аеродинамічних задач часто зводиться до проблеми знаходження частотного 

спектру інтегрального рівняння Фредгольма другого роду з параметром. При розв’язуванні 
інтегральних рівнянь виникають, як правило, щільні матриці, ядра яких часто мають специфічний 
вигляд. Крім того, в аеродинамічних задачах побудова матриць досить істотно залежить як від 
вигляду області інтегрування, так і від редукції до алгебраїчної задачі. 

Статичний прогин консольно закріпленого крила з розподіленим вздовж нього 
навантаженням )(xq в точці х при розгляді власних коливань можна записати у вигляді:  [2] 

  ( ) ( ) ( )∫=
l

dssqsxGxf
0

, ,             (5) 

де ),( sxG  – функція Гріна (функція впливу), яка визначає прогин в точці з абсцисою x  під дією 
одиничної сили, прикладеної в точці з абсцисою s. Залежність сили інерції, що діє на крило при 

коливаннях від поточного навантаження q(x) задається рівнянням ( ) ( )
2

2 ,
t

tsfsm
∂

∂
− , де 

( ) ( )
g
sqsm = . Тому рівняння (5) можна записати у вигляді 

 ( ) ( ) ( ) ( )
∫ ∂

∂
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0
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2 ,,, .                         (6) 

Після використання методу Фур’є розділення змінних, отримаємо інтегральне рівняння 
Фредгольма другого роду з параметром λ, невідомою функцією )(xf  і ядром 

),(),(),( sxmsxGsxK = : 

  ( ) ( ) ( )∫=
l

dssfsxKxf
0

,λ .                    (7) 

Оскільки функція Гріна ),( sxG  є симетричною, то ядро ),( sxK  при ( ) constxm =  буде 
симетричним. Ненульовий розв’язок інтегрального рівняння (7) ( ) 0≠xf  існує при деякому 
значенні λ,  отже, λ є характеристичним числом або власним значенням ядра інтегрального 
рівняння (7). Кожний розв’язок ( )xf  буде фундаментальною або власною функцією, яка 
відповідає власному значенню λ. 

Рівняння (7) в ряді точок i= ( ) Nilxi ,1  ,,0 =∈  можна звести до системи алгебраїчних 
рівнянь 
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де ( )jk xxK ,,λ  – матриця з елементами 
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При розгляді крила сталого перерізу, якщо constxm =)( , ядро ),( sxK  інтегрального 

рівняння (7) буде симетричним, а матриця коефіцієнтів у системі алгебраїчних рівнянь (8) – 
тепліцевою λ-матрицею. 

Використовуючи властивості рядів Фредгольма функцію )(xD , що визначає величини 
власних значень λ, можна розкласти в ряд за степенями λ [1] 

           ( ) ( )∑
∞

=

−+=
1 !

)1(1
n

nn

n
aD λ

λ .                         (10) 

Ряд (10) одержано шляхом переходу до границь у визначнику, який складається із 
коефіцієнтів при невідомих функціях систем лінійних алгебраїчних рівнянь (8), що апроксимують 
інтегральне рівняння (7). 

Коефіцієнти ( )λna  визначаються за допомогою наступних детермінантних формул  

                           ( )
} ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) n

l

nnnn

n
l n

n dxdx
xxKxxKxxK
xxKxxKxxK

a ...
,,,,,,
,,,,,,

1
0 21

12111

0
∫∫=

λλλ
λλλ

λ ,                      (11) 

де елементи визначника в (11) обчислюються за формулами (9). 
Враховуючи (11) робимо висновок, що ряд (10) є степеневим рядом, що абсолютно 

збігається при всіх значення параметра λ, а самі власні значення λ шукаються як корені 
характеристичного рівняння 0)( =λD . 

Розглянемо крило сталого перерізу у випадку, коли розподілена маса крила constxm =)( . 
Тоді ядро інтегрального рівняння (5) буде симетричним, а матриці у формулах (7) будуть 
тепліцевими λ-матрицями. 

Після обчислення коефіцієнтів ( )λna  можна визначити значення частот коливань як коренів 

рівняння 0)( =λD , яке є рівнянням частот коливань з врахуванням, що власне значення 2p=λ , 
де p – частота коливань. Прирівняємо до нуля n членів ряду (6) і побудуємо алгебраїчне рівняння 
n -го порядку для визначення n перших частот коливань. Складемо, наприклад, рівняння для 
відшукання першої частоти в першому наближенні. 

З рівняння (6) маємо 
  01 1 =− λa ,             (12) 
звідки 

                        
1

1
1
a

p == λ .            (13) 

Формула (13) дає нижню оцінку частоти. 
При відшуканні першої частоти в другому наближенні та другої частоти в першому 

наближенні рівняння частот (6) будуть другого порядку відносно λ 
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1 22
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З рівняння (14) маємо 
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де 1p  – значення першої частоти в другому наближенні, а 2p  – значення другої частоти в 
першому наближенні. 

При відшуканні першої частоти в третьому наближенні, другої частоти в другому 
наближенні та третьої частоти в першому наближенні рівняння частоти набуде вигляду: 
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0
62

1 3322
1 =−+− λλλ aaa . 

Аналогічно для визначення кожної з необхідних n частот,  . . . ,2 ,1=n будемо будувати 
окреме рівняння. 

Зауважимо, що коефіцієнти алгебраїчного рівняння (6) визначаються через тепліцеві 
матриці. 

У випадку змінних коливань консольно закріпленого крила сталого перерізу при m(x)=const 
функцію впливу (функцію Гріна) запишемо у вигляді 

 ( )( )∫ −−=
s

duuxus
EI
lsxG

0

3

),(  для sx ≥ ,          (17) 

де 
l
xx =  – відносна координата перерізу від точки його закріплення, EI  – змінна жорсткість 

крила, l  – довжина крила. Після інтегрування виразу (17) отримаємо  

( )sxs
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lsxG −= 3

6
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23

 для sx ≥ . 

З урахуванням властивості симетрії функції Гріна  

( )xsx
EI
lsxG −= 3

6
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23

 для sx ≤ . 

Після цього знаходимо коефіцієнти 1a  і 2a . 
Розглядаючи крило сталого перерізу на основі (7) з врахуванням (8) запишемо перший 

детермінантний коефіцієнт 
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Проінтегрувавши, остаточно отримаємо 
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Використовуючи (7) і враховуючи (8), маємо 
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Після інтегрування отримаємо 

                                                                        
( )2

82

2 2520 EI
lma = .                                           (19) 

Для визначення частоти змінних коливань крила в першому наближенні підставимо (18) в 
(13) і отримаємо 

                                                                        
m
EI

l
p 21

46,3
= .                                    (20) 

Для визначення першої частоти в другому наближенні та другої частоти в першому 
наближенні підставимо (18) і (19) у вирази (15) та (16) 
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m
EI

l
p 21

516,3
= ,  

m
EI

l
p 22

19,20
= .                                 (21) 

У багатьох розділах математики, фізики та механіки  при дослідженні різноманітних 
теоретичних і прикладних проблем використовують системи лінійних алгебраїчних рівнянь із 
тепліцевими матрицями. Прикладні задачі аеро- та гідродинаміки можуть бути зведені до випадку, 
коли розв’язок задачі зводиться до відшукання розв’язків систем лінійних алгебраїчних рівнянь з 
тепліцевою матрицею. У цьому випадку для розв’язання системи можна застосувати відповідні 
економічні алгоритми [9], які базуються на використанні специфічних властивостей матриць типу 
Тепліца. Обчислювальні схеми для тепліцевих матриць  дають можливість досягти значної 
економії, виконавши для відшукання розв’язку СЛАР на n (порядок розв’язуваної системи) 
арифметичних операцій менше, ніж при застосуванні алгоритмів, які не враховують специфіки 
матриці. В подальших дослідженнях можна зупинитися на побудові математичних моделей із 
застосуванням швидких машинних методів для прикладних задач, що дозволить значно скоротити 
час на знаходження розв’язків. 
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